
���������
	�����
�����	�����	�����������
�������	�������


 
!" 
!$#&%(')%(*,+,-.%(' ∗
/10)243457698:6);)<:=>=@?484ACBD0FEG?:6)HF0JILK@MN2O0)6)M�2F0P=>Q)6OB);GI:RSIUT�24;VEW8YXZ0[6D0)2]\�^J_a`ZbFcdcdefRgIJ?Lh

ikj�l�m�n�oqpsrutum
vxw&yOz){:|:yD}.y,~LyO�:�:zd�D�����C|:�L�D� �
�D���������D�����g�)�g�)�������D���,�������s�������������������s���������������������s������������� �
�D�����¡ ���¢£���������������������s�������������������s���������������������s������������� ¤
�D� ¤¦¥��D�J�D§s�g�)�¨�� ���¢O�D©��������s�������������������s���������������������s������������� ¤
�D� ª¬«Y�D�[­W®,�D©,­V�� ��¯�����������s�������������������s���������������������s������������� ¤

�¦°���|:±J²dz)³)´�y�{:z)|:�[µ&y,~L� ¶
�F����¥����D���D��·J¸¹ �·����D�[­W®,�D©D�D·����D�J�D§s�g�)�º�������s���������������������s������������� ¤
�F����¥����D���D�D·&���D�[­W®O�D©V�D·����D�J�D§s�g�)�@�������������s���������������������s������������� ª
�F� ¤¦�:�»­W�)�D��¼�·����D�[­W®,�D©D�D·����D�J�D§s�g�)�½�����������s���������������������s������������� ª

¶¿¾&yO�:±U�D��|:±J²)zd³)±��:�>À Á
¤J����¥��� ���Â� ���¼Ã�D�����g�)�g�)���� JÄ�Â�����¼k�������������s���������������������s������������� Å

¤J���D��� ¥��� ���Â� ��&ÆD��Ç»�� ���¢F�D©,­V�����D���D Ã�������s���������������������s������������� Å
¤J���D��� ¥��� ���Â� ��&�����[­V©D�g���) �©D�D���D È���������s���������������������s������������� É
¤J���D� ¤ ¥��� ���Â� ��Ê�)�D���V­G�D�DË����DÌ��9���D¢���¼��D JÄ����������������������s������������� É

¤J���������»�)���D���»�)���D���D�9���D�J�D§s�g�[Ä����������������s���������������������s������������� Í
Î¦Ï¹³)yD}.yO�:�:y�³U��yOz)|:�:ÐÑ{:z[~Ly,ÒO�:zd�D��� Ó
ª������¡ ���¢£���������������������s�������������������s���������������������s������������� Ô
ª�����¥����g�)���DËJ�D���� JÄ ���������s�������������������s���������������������s�������������a�ZÕ

ª����F��� Ö7�D���V¸¹���� ��������g�)���DËJ�D���� JÄC���������s���������������������s�������������a�ZÕ
ª�� ¤�×L���D����ØÙ­�����ÚOÛ¹�����D©D�D©,­V�� � �§�ÚF��¢�Â� � ����G�)��Ç»���D���D  �������������s�������������a�D�

ª�� ¤J��� «1 ����D��ØÙ­9­V¢F�� ��DØ �������������������s���������������������s�������������a�D�
ª�� ¤J��� ×L���D����ØÙ­���ÚOÛ¹�����,©D�D©,­V�� JÄÜ�����������s���������������������s�������������a�D�

ª�� ªÝ�:��¸¹���� JÄ������������������s�������������������s���������������������s�������������a�»ª
∗ Þ.ßGàâágãWágä»á¹å�æPçWãGàéèGãWágêâèGë�ßWì�íîì¹ï�ìñðWêâèGãWòWì�å�ógßWãZôuõPöf÷,ø:ù�údû�û�ü�ü�ýgûWú�þ.òGó�àâßWìñôWòGàâÿOú[ø>ÿ»óSðGê ï�íîì�òWìñðGì�ÿOú ���

����� 	�
���
�������������� ��������
�� �� ú»á �"! ý�#�$&%�')(*#*+gý�,�%



� ��� ���������	��

�������

Á��Ê±�|:±��:��yO|:�>ÒO±��:�>ÀCz)���:z��
yO�:�>À � |:�L�D��� vFÁ
ÅF��� Ö7�D���V¸¹���� ���¢u�� ���¢JÚ ���s�������������������s���������������������s�������������a�WÅ

ÅF���D��� ����·J�D�[­W�) J�D��� ���s�������������������s���������������������s�������������a�WÅ
ÅF���D��� «1¢F�)�D�����D���D�9¢&�� ���¢JÚ ���������������s���������������������s�������������a�WÅ
ÅF���D� ¤ �������� JÄJ�D ����� ���¢J­��������������������s���������������������s�������������a�ZÉ

ÅF�������G�) �Ë������D©D�������D��©D¼��[­������� ��s�������� JÄJ�D JÄ��� ���¢F­����������������s�������������a�WÍ
ÅF���F��� �����[­��� ���¢F­ �����s�������������������s���������������������s�������������a�WÍ
ÅF���F��� �������� JÄJ�D ����� ���¢J­��������������������s���������������������s�������������a�WÍ
ÅF���F� ¤ ×L���D����ØÙ­�¥��[­G�V�V­ �������������������s���������������������s�������������a�WÍ

� �&|:zd�D��y"!#�
�#!C{:|:z��:yF�,�u|:�L�D�4± v	$
ÉJ��� Ö��� ��»­V�� ��������VÂ������»­������s�������������������s���������������������s�������������a�&%
ÉJ����'��[­V©D������ ������[Äu©D�����ZÄJ�D���D���D ��[­GÇ»�D������ JÄ �s���������������������s������������� �VÕ
ÉJ� ¤)(1¼�Ë� ��g�)���� ���©D�����ZÄJ�D���D���D��·��[­GÇ»�D������ JÄ ���s���������������������s������������� �VÕ
ÉJ� ª+*�Ì��[­���ÆD����¢F�D����Ë����¨ÆD�DÌ�­W�D¼�ØC�����V�D �©D�� �¢O�DØ ���������������������s������������� �F�
,�- ~L±[�,�D�#.:yF�D�:�#! {:|:z��:yF�,�&|:�L�D�4± �Pv
ÍF��� Ö������g�)�g�)���� �� �����������s�������������������s���������������������s������������� �F�
ÍF�����L­GÇ»�D������ ��������DÂ������»­����s�������������������s���������������������s������������� �V¤
ÍF� ¤+/4­V©D ��� �Ø¡�D���D�¨©D�����ZÄJ�D���D���D ��[­GÇ»�D������ JÄ&�����DÂ������»­¨�G�9�[­V�[­VØ¡���D���V© ����������� �V¤

Ó 021V|:y"1V�:|:z)³)±��:�:´3! {:|:z��:yF�,�&|:�L�D�4± ��Î
ÔJ��� Ö������[­VÂ� JÄ�­VÌ�����Ì� ����D©,­V�� JÄ �����������������s���������������������s������������� �Gª
ÔJ�����L­GÇ»�D������ �� ���������������s�������������������s���������������������s������������� �DÅ
ÔJ� ¤Ý«Ù�[ÚFË[­V·����D��ÆG�[Ú"���d­V�� ��Ê�s�������������������s���������������������s������������� �DÅ
ÔJ� ª�'��[­V©D������ ������[Äu©D�����ZÄJ�D���D���D ��[­GÇ»�D������ JÄ �s���������������������s������������� �VÉ
ÔJ��Å�¥��� �Ø¡���54[�����D���D��·J¸� �·������DÂ��������� ���¢J­ �����s���������������������s������������� �DÍ

$¿Ï¹|:y"6�À87]�>ÒO�:�C{:|:z��:yF�,�Dz)³�|:�L�D�4± � ,
%J����¥����D���D��·J¸¹ �·������DÂ��������� ���¢F­ ���������������s���������������������s������������� �DÍ
%J����*�Ì��[­�©�¢O�V¸¹¢� :99Ø¡¼�¸¹¢�  �������������������s���������������������s������������� �;%

< = m�j?>unumYl�mA@�m�ruruj�BACED t nutFBAG
HJIKH LNMPORQTSEMVUWM�XYM5ZTZEOJ[V\^]
Ö�¢��JÚ"�¨­;_NÛ¹ �·@Ø¡ ������G�)�D�������D�����g�)�g�)�»�����D���,��·5`P��©VÄJÇZ­V����¼1®@������©D�VÇ�ØÙ�&�9���D���D��_Ü�D�DË����DÌ��
�����g�)��¢J­GÇZ­V�� JÄ ÆVÚZ�[ÚOÛ¹ F® ���DÆD¼��D �·4�NÖ7¸¹ �Æ,­GÄ����]©������DÌ����VÇZ­W®�`�Ø¡¼ �� ���¢JÚ,��Ø ���G�[ÚFË� J�D� ���
���D©D����Ø �D��`� F�) u���D©D����Ø �����D��`�ËJ�D���&�9 F�d­W�)�D������(1��Ç��)����ÚOÛ�­GÄ&�����D�����g�)�g�)���[���D���,��Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
 ����D�DË��� �¢F�DØ |:�L�D�4± �
a ­G�D��ØÙ­G�D �Ë����»¢� ��@Ø¡�»�)�g�) 5`Y�D�� ���¼�©,­;_NÛ¹ ��������D�����g�)�g�)�������D���,��`1Ø¡���9���
�[­GÇ��)�g�) J�D�]�[­

�)©D�sÌ��JÚF����¼Y4
• ©D�����ZÄJ�D���D���D��¼���Ø¡�»�)�g�) 5b
• Ø¡�»�)�g�) �����Ë����D¢� F®�Ø¡���&�������D©��
( �[­V���D�ZÄJÛ¹��ØC¢JÚF������Ø¡¼½ÆVÚZ�)��Øf ������G�)�VÇ»�D©,­G�D���D�G�)�D¢F��������©D¼�·������D���DÆ¨�D�� ��»­V�� JÄ4�



� ���#�������P�����	�
�V���
�
���	�V

�����������V
������ ¤

HJI�� ���E[��
� ­V���D� �[­V�@ ��J�D��������Ú,���f���@���D�G�)�D¢O�  ��ñ®,�»� �D�DÌ��  F�)   ����DÌ��]�����DÂ������»­ `���¢O�G�)�D¢O� ��©VÄJÇZ­V���
��¼������� �Ø ¢O�G�) �Ë������D©D������¼���®O­V�[­V¢J�D���� ����, �¢� P�)¥��� ! ��D�DØ �� ���¢uØ¡�&������ÆD¼��D���D�� ��»­V� �V~#�#"
.:±�!:�:z�! ³)y,~L�#.:�:�:z�! `J F�) 5`O©��DÆVÛ¹��Ø]�g�[ÚFË[­V� ±
$d�D��|:±��:���:´36Ü�V~#��.:±�!:�:´36&%D~Ly"6�yO�:��z�6 �
«1�D©D�D¢JÚF�����D���D��©D���g®��� ���¢F�D©&ÆVÚ»�)��Ø½�DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D� X `4 
�[­Ê�[­ZË[­W�)�D���DØ' ��V­V���¨�DÌ��[­V�� �Ë� �Ø¡�SÄ
�g�)�g�[Ú	_NÛ� �ØC�D�����g�)�g�)���� ��»Ø��
( {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly v�) v'*�+�,.-�/�021�354	687	3�9.:;,�<>=@?�/A+B4@7@/DC�EF1�3A<G,HC�IFJ�3@K�1�3A<G7@9HC�+�J�+�1�3FL

HJINM ONORST\QP M�XY] S
�E[�� O8R
«1�D©D�D¢JÚF�����D���D�s�� ���¢O�D©�`G�[­V����ØÙ­G�D�� �©,­V��Ø¡¼1®����D©DØ¡�����D����`DË[­G���D���DÆG�d­W�d­V�������D©V¼�Ø¡ ���©D�D·����D©,­5�
Ø¡ 5`O���7���� ���ÚOÛ¹ �Ø¡ Ê¢F­����)�DØ.Ú� JÇ��� ���¢O�D©�©��V�»�)�g�)�D���D���D 5`J���� ��D�DØ.Ú¨©D©D�g�)��Ø����D�JÄJ�D �� {:z)|:��"
µ&y,~:À �� ���¢O�D© P `[¢F­V¢&�����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ������Z�)Ø¡���&�������D©,­ X �
HJITS U \#SWVYX O8R8VRZ
�EM
¥��Z�½���D�[­W®,�D©,­V�� ���Ø ���D�� �ØÙ­V���D�ñÄ½�������g�d­ZË[­ �� ���¢J­ �V� �Z�)���DÌ�� ���D�� J�D�g�[Ä2Z ���D�[­W®,�D©,­G�D�g�[Ä�[
�)�JÚFÌ��DØ.Ú\Z ������Â� [­W�) JÇ» ����D©,­V�����D·@�D��Ì�­V�� JÇZ­VÂ� � F9u�g�D�[­W®O�D©D�D·�¢F�DØ¡�[­V�� � 5`d���D�[­W®,�D©VÛ¹ �¢JÚ
[NÇZ­
�D�����g�)�g�)�����JÚ _ �F�d­G�VÚ�`>�[­GÇ»¼�©,­V��Ø.Ú	_ Â������D·
���D�[­W®,�D©,­V�� JÄ5`4�V­V�� �§s���D·
���G­V©D¢O�D·
 F�)  �D��|:±�"
²dz)³)z�! {:|:y"6��:y"! ��«YÚOÛ¹���D���,� ���D�[­W®,�D©,­V�� JÄ ÇZ­V¢F��_7Ë[­V���D�SÄ ©]���������[­V�������g�)���)���� [  �� ���¢F­
Ø¡� ���[Ú�Ø¡���DÌ� �Ø¡ U���D�� J�D�g�[Ä�Ø¡ 5bL�V�D���D�� J�D�g�)�D�����Z�)���D���»�)�JÚ	_ ���D©D�D¢JÚF�����D���D���� ���¢F�D©�ÆGÚZ�)��Ø
�[­GÇ»¼�©,­G�D�9���D�[­W®,�D©D¼�ØC���D�J�D§s�g�)��Ø��

] i C�n&pW^¹j`_`a m >uj�n:CcbamA@�t
�.­V����Ø¡�V�D�� �ØC����¢O�V�D�D��¼���©D F�)¼½���D�[­W®,�D©D¼1®&���D�J�D§s�g�)��·5`) ������G�)�VÇ�Ú	_NÛ¹ ��»�ñÄ�©¹�d­W�)�D����·J¸¹��Ø��
� IKH O SEOJ[V\^MedWfg�
d [V\#SWVYX O8RJOhd QEORST\QP M�XY]
¥����D���D��·J¸¹ [·����D�[­W®,�D©D�D·����D�J�D§s�g�)�

P = {X1, ..., XN}
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X1, ..., XN

`)Ä�©G�[Ä�_NÛ¹ F®,�SÄ@����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ � 
�Z�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)�g�)������¼�Ø¡ 5b

X1
 �Ø¡�����9ÆD�����JÚ»���) ���©D��¢F�D���[­V�������g�)�g�)���[ ��

X1 =
{

1
�s©D�����ZÄJ�D���D���D��_

p
`

0
�s©D�����ZÄJ�D���D���D��_

1 − p
� Z ��[
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X =
N∑

i=1

Xi

Z ¤F[
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N, p
4

P{X = k} = Ck
Npk(1 − p)(N−k), k = 0, 1, ..., N.

Z ª�[
Ö������D©D��¼����[­V�[­VØ¡���D��¼  ��D�DÌ��¨�[­V�������g�)�g�)���[ JÄ��[­V©D��¼

EX = Np; DX = Np(1 − p).
Z Å�[
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P = {X1, ..., XN}
Z ÉF[
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 JÇ
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X1, ..., XN
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Xi =
{

Si

�s©D�����ZÄ��D���V���D��_
p
`

0
�s©D�����ZÄJ�D���D���D��_

1 − p
� Z Í�[
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Si
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i
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r1

m = Er1, τ 2 = Dr1
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EX = pmNS̄N , DX = pm2NŜN [1 − p + τ 2/m2].
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Q = TNS̄N .
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P{X ≤ Q} = α.
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F (x) = P{X ≤ x} ` F0
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T = p +

√
p(1 − p)

N
F−1

0 (α) = p
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1 +

√
1 − p

pN
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0 (α)
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T = p +

√
p(1 − p)

N
Φ−1(α) = p

(
1 +

√
1 − p

pN
Φ−1(α)

)
,
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T = p +
ŜN

S̄N

√
p(1 − p)

N
F−1

0 (α) = p

(
1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p

pN
F−1

0 (α)
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T = pm


1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p + τ 2/m2

pN
F−1

0 (α)
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[1,
√

N ]
L
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[1, N ]
�>�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø ©V�����DØ¡�DÌ�­G�D�g�)�D�JÚ	_��) ���¢������D��Ú	_ �g�[ÚFË[­V·��JÚ	_ ©D�g�) �Ë� ��JÚ

ξ
`����� ��� �ØÙ­;_NÛ�Ú	_ Ç»�[­WË����� JÄ

S1, ..., SN

��©D�����ZÄJ�D���D���ZÄ�Ø¡ 
N−1 � �s�[Äu�����;`[�DË���©D F�)����`������[­5�©D�g���) �©D�

Eξ = S̄N , Eξ2 = Ŝ2
N ,�V­V¢&ËJ�D�

Dξ = Ŝ2
N − S̄2

N ≥ 0,
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n2
P

ÇZ­VØ¡���D �Ø `
ËJ�D��ØÙ­V¢O�� �Ø¡ JÇZ­VÂ� JÄ

n2
P

�[­������V�D�� �Â[­G�,�g�)�D���DØ �D�J�V­V�J�D�
R

+  �¢�©D �©,­W�)���J�D�[­¹ÇZ­W�d­ZË��7�D�J�D �Ø¡ ��
ÇZ­VÂ� � 

f(S1, ..., SN ) = S2
1 + ... + S2

N −→ max
S1,...,SN

,
Z �F�5[

S1 + ... + SN = 1,
Z �D��[

S1 ≥ 0, ..., SN ≥ 0,
Z �V¤F[
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R

N `�W� �V�d©D��¢J�D�D��¼Ã©D F�d­
S = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

�s�g�) ��� �Â���·��[­
i
9O·&���VÇ» �Â� � \Z ���[Ä�¢F­����)�DÌ����G­5�

¢F�DÌ���©D��¢J�D�D�[­ `¡�DË���©D F�)����`
f(S1, ..., SN ) = 1

[g� ����·����D©D J�D���)�D����`Ù�JÚD���D�U����¸¹���� ��»ØÜÇZ­W�d­ZË� 
Z �F�5[ 9jZ �V¤F[�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ@�D�DË�¢J­

S(0) `(����¢F�V�D�D��¼���¢O�D�D�D�) ��[­G�D¼ S
(0)
j , S

(0)
k

¢O�V�D�D���D·@Ú»�)�D©G�)���D©D�	�
�OÄ�_N�U�����[­V©D�������D©,­VØ

0 < S
(0)
j ≤ S

(0)
k < 1

�J(1©D F�[Ú �� �Ø¡Ø¡���D�� � fÇZ­W�d­WË�  Ø¡���9������Ë� J�G­G�D�
j < k

�O×L�DÌ �d­s���� ��)�D���G­G�D�DË����¹ØÙ­W�)¼1®
δ
�D�DË�¢F­

S(1) = (..., S
(0)
j − δ, ..., S

(0)
k + δ, ...)

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
�)�D�JÚ,���D �Ø¡�D·�©; ��D�D·&ÇZ­W�d­ZË��s 

f(S(1)) − f(S(0)) = 2δ(S
(0)
k − S

(0)
j ) + 2δ2 > 0,
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(Ω,FΩ,P)
9U©D�����ZÄJ�D���D���D���D�&�����D���D�[­V�����,©D��`

(Θ,FΘ)
9U JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D�&�����D���D�[­V���

���D©D��`4Ì �)� FΩ,FΘ
9

σ
9F­W�)Ì���ÆD��¼ ���DÆD¼��D �·��[­

Ω, Θ
`(���D�V�D©D���D���,©D���������P�s­V���DØ¡�� �Ø `(ËJ�D�Ê�g�[ÚF�

Ë[­V·���¼�Ø  g�)��Ø¡���J�,�DØ
Ξ
�[­

(Ω,FΩ,P)
����Ç»�[­ZË����� JÄ�ØÙ ]©

(Θ,FΘ)
�[­GÇ»¼�©,­V���D�SÄ] JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D�
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x � y
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	 ∀x, y ∈ Y
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x � y

 
y � x
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x � y, y � x =⇒ x ∼ y.
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����Ì��@�[­V�������g�)�g�)���� ��Ê F�) UÚO�D©D���"���d­G�D�@ F®  �¢�©D �©,­W�)���J�D���D���,���L×.­V¢� �ØÃ�DÆD�[­GÇ»�DØ `:�[­ P ���	�
���VÚZ�) ��JÚ,���,�SÄC��ÚOÛ¹�����D©D�D©,­V�� �� /A: 1�/	�;9.1�+�< =@?�9��5=�/AJ�:;9.1�+�< � �A/4­VØ¡��Ë[­G�D�g�)�D����·J¸¹ �Ø£§�­V¢���D�DØÜ�D���D�� � C���G�)��Ç»���D���D fÄ�©G�[Ä����D�ñÄf��ÚOÛ¹�����D©D�D©,­V�� ��\Z ���� f����¢O�V�D�D��¼1®C©D���G�)���u�����D�����,©D�����
��¼1®������g�)���G�)�&������ JÄJ®�[ �hIF1�- 
�+�+ =�/DC�9�4	1�/5,.: + `J­W�)��¢�©,­G�D���¹�D�� ���¼�©,­;_NÛ¹��·! ��D���V�D���V¸¹���� ��
�����g�)���DËJ�D�»�� JÄ4�



� ���#�������P�����	�
�V���
�
���	�V

�����������V
������ �D�

� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î ) Î � 9H?�1�/�C�+ ∀x ∈ Y : x � x �
� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î )$Á�� /A-F354	3@: E�� J�:;/ /A: 1�/	�;9.1�+�9 � �
7@7@9��	9.1�1�/59 1�3 Y 7!4	3A0�9.J�3@1�+�+���L � �
�	9.K�,.:;7	+�:;9 C�EF1�/�<�7 CB<�9.:;,�<G/A: 1�/	�;9.1�+�9 0&=�/D?B< �5-F3�1�3 Y L

S INM � MPORSEM�� V O [���� MP[V\QRJO8R8VRZ
�
� P	� Z
���
�
� QEO XYM�
�ZEOJ[V\ �
Î )$¶e) v °��L�D��y"6�±@±��P�D�:z�6
(1©D�g�)��ØC�[­ P �V�����[­VÂ� �_Ü��Ø¡���� ��[­V�������g�)�g�)���[ �·54[���[Ä������D JÇ»©D�G�)�D��¼1® P1,P2 ∈ P  &Ë� ��g�d­
α ∈ [0, 1]
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P1
 

P2
�[­GÇ»�D©D��Øf�[­V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P `�ÇZ­W�d­V©,­V��Ø¡�D�s���D�V�D���V¸¹���� ���Ø

P(C) = αP1(C) + (1 − α)P2(C), C ∈ C.
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P1 ∼ P2
`��D�

∀α ∈ [0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P ∼ αP2 + (1 − α)P.
Z �DÅ�[

� ¤F[ � �g�) 
P1 � P2

`��D�

∀α ∈ (0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P � αP2 + (1 − α)P.
Z �VÉF[

� ª�[ � �g�) 
P3 � P2 � P1

`��D�¨��ÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α ∈ (0, 1)

�G­V¢F�D�;`[ËJ�D�

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Z �DÍ�[
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+
P3 � P2 � P1
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α ∈ [0, 1]
: 3@-F3A< � J�:;/

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Z �VÔF[

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �J/4­VØ¡���D �Ø `¡ËJ�D�
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P3 � P2 ∼ P1
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α = 1
Z ��Ø��LÚF���[­��9������ ��uª�� ÉF[g���7�[­W�)�DÌ� �Ë�����`¡���g�) 

P3 ∼ P2 � P1
`��D��Z �VÔF[1©D¼����W�)�JÄ[�g�D�SÄ&�D�G�)�D¢O�¨���� 

α = 0
Z ��Ø���ÚF���[­��9������ ���ª���Í�[g�

¥�ÚD���D�&�D���������
P3 � P2 � P1

�P×L�DÌ �d­Ê����­V¢O�� ��DØ¡� � ª&�gÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α1 ∈ (0, 1)

�G­V¢F�D�;`
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P2 ∼ α1P1 + (1 − α1)P3.
Z �;%F[
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α1
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α2 ∈ (0, 1)
`J���[Ä&¢O�V�D�D���DÌ��

P2 ∼ α2P1 + (1 − α2)P3.
Z ¤DÕF[

¥��G�)���9 �Ø����[Ä&�D�����g�)�g�)�������D���, 
0 < α1 < α2 < 1

�[×L�DÌ �d­

P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3
Z ¤J�A[

 
α2P1 + (1 − α2)P3 = α1P1 + (1 − α1)

[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
.
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¥��D��¢F�G�)�D¢JÚ

P3 � P1
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P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3 �
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3.
Z ¤D¤F[
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α2P1+(1−α2)P3 = α1P1+(1−α1)
[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
≺ α1P1+(1−α1)P3.

Z ¤Vª�[
� �D�����D�V�D���V¸¹���� ��N�����V�D �©D�D����Ë� J� Z �;%F[ ` Z ¤DÕF[ `G�V­V¢¨ËJ�D�����D���D�ZÄ����[­GÄ

α1
`G���[Ä¨¢O�V�D�D���D·¨©D¼����G�
�

��������Z �;%F[J99�g�) ������,©D�����[­J� �
� y"6Y6�±�Î )$��� , C�+ 7	6h=�/DC�1�9.1�623@-�,.+�/�0c6 � � � ��� � P3 � P

′
2 � P2 � P1

+
α = α(P2)

�
α′ = α(P′

2)
: 3@-�/57	6 �8J�:;/

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3, P
′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3,
Z ¤,Å�[

:;/
α ≥ α′

�T0�/A1�/ : / 1�1�/5,.: E /A=�9H?�3�
�+�+G, 0�9
� +�7	3@1�+�<�	
� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �[¥�ÚD���D��`)�[­V�����V�D �©�`

α < α′
�[×L�DÌ �d­ `����9­V¢O�� ��DØÙ­VØ � ¤ ` � ª� �Ø¡����Ø 4
P

′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3 =

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P1 ≺

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P3 =

αP1 + (1 − α)P3 ∼ P2,

�V­V¢&ËJ�D�
P2 � P

′
2

9������V�D �©D�D����Ë� ��V� �

1yOz)|:y"6�±
Î )$¶�� ,HC�+\7	6h=�/�C�1�9.1�6 3@-�,.+�/�0c6 � � � ��� � :;/!,.I��;9 ,.:;7	I�9.: 7@9
�;9 ,.:;7@9.1�1�/ 4	1�3@J%�
1�3A< �hIF1�- 
�+�<

U : Θ → R
� 1�354	687	3�9 0c3A<��hIF1�- 
�+�9.K =�/DC�9�4	1�/5,.: + � + : 3@-F3A< � J�:;/ �.CB<

=@?�/A+B4@7@/�C�EF1�6��
P1,P2 ∈ P , /5/A: 1�/	�;9.1�+�9

P2 � P1
�5-�7	+�7	3 C�9.1�: 1�/

EU(Ξ1) ≥ EU(Ξ2),
Z ¤DÉF[

� �	9
Ξ1, Ξ2 � , C�IFJ�3@K
1�689 ��C�9 0�9.1�: 6 �`4	3��53 ��� +�9 ?�3�,.=@?�9��	9HC�9.1�+�<

P1,P2 ∈ P � , /5/A:;7@9.: �,.:;7@9.1�1�/	L�� /�C�9 9>:;/�� /����hIF1�- 
�+�<
U

9��5+�1�,.:;7@9.1�1�3 ,>:;/AJ�1�/5,.: E�� �	/j=�/DC�/ � +�:;9 C�EF1�/�� /
3 � �h+�1�1�/�� /;=@?�9 / � ?�354@/57	3@1�+�<�L



� ���#�������P�����	�
�V���
�
���	�V

�����������V
������ �Z¤
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Ξ
=�/ =@?�9��5=�/AJ�: +�:;9 C�EF1�/A,.: +>+�,.=�/�C�E@4@/57	3@: E!+ �i/ � + �53�9 0cI�� =�/DC�9�4	1�/5,.: E

u(Ξ) = EU(Ξ).

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z���yOz)|:y"6�´ Î )$¶ �����D©D�g�)��Ø ©&�����g�)���G�)�&������ � U¢F�D����Ë����D�g�D ]Ø¡���&�������D©,­
����Ç�ÚZ�)�Z�V­G�D�D©�4

Θ = (θ1, ..., θN )
�L¥��� \ ��D�DØ ¢F­����)�D�9�[­V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P Ø¡�&�9���������g�
�
���V­V©D J�D�&©V��¢J�D�D���DØ

P = (p1, ..., pN )
`(�G­V¢�ËJ�D�

P{θi} = pi, i = 1, ..., N
�P�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø½�[­V� �

�����g�)�g�)���� �Ä
P1 = (1, 0, ..., 0)

`
P2 = (0, 1, ..., 0)

`Ù����� `
PN = (0, 0, ..., 1)

� �1��Ç9�DÌ��[­V�� �Ë����� JÄ
�DÆVÛ¹���D���D �Ø¡������Ø ��Ë� J�G­G�D��`)ËJ�D�

PN � ... � P1.
Z ¤,Í�[

� �g�) 
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

`.�D��ÚO�D©D��� ���)���� ��&�D���D����Ø¡¼ �D�� �©D [­W�)�D��� Z ��Ø��.ÚF���[­��9������ ��
ª�� ÔF[ `:���� ��D�DØ.ÚU���[­WÇ�ÚU��Ë� J�V­V��Ø

PN � P1
�:¥�Ú,���D�

A1, AN

9@�����D JÇ»©D�G�)�D��¼������D���D�ZÄ�����¼��Ê�
A1 < AN

`[ÇZ­W�d­W�) �Ø
U(θ1) = A1

`
U(θN) = AN

�(Ö�ÆD�VÇ»�[­WË� �Ø
αi, i = 1, ..., N

�D�!Z �����)��Ø¡Ø¡�
ª����s�Z�)���VÇ»�[­ZË����¨�D�����g�)�g�)������¼��5[����D���D�ZÄ�����¼��;`d���� &¢O�V�D�D��¼1®

Pi ∼ αiP1 + (1 − αi)PN , i = 1, ..., N.
Z ¤DÔF[

k ������`[ËJ�D�
α1 = 1
`
αN = 0

�dÖ������g�)�g�) �Ø
U(θi) = Ai = αiA1 + (1 − αi)AN , i = 1, ..., N.

Z ¤�%F[
¥��D¢J­�����Øu�D����������`WËJ�D�N�G­V¢��D�����g�)�g�)�����[­GÄ¹§�ÚF��¢�Â� JÄ

U
�DÆG�d­W�d­V���N��©D�D·����D©D�DØ\Z ¤DÉF[g� �s�[Äs�����	�

 JÇ»©D�G�)�D���DÌ����[­V�������g�)�g�)���� JÄ
P = (p1, ..., pN ) ∈ P `�¢F­V¢Ê�����D�JÚZ�)����ÇZ­VØ¡���D J�,� PN � P � P1Z ��Ø��GÚF���[­��9������ ��1ª�� %F[ `W�G­V¢�ËJ�D��Ø¡¼]Ø¡������Ø�ÇZ­W�d­G�D�

α(P)
¢J­V¢ Z �»�)���VÇ»�[­ZË������D�����g�)�g�)�����JÚ _c[

���D���D�WÄ����JÚ	_k JÇ
[0, 1]
`J���[Äu¢F�V�D�D���D·

P ∼ α(P)P1 + (1 − α(P))PN .
Z ª,ÕF[

*�Ç¨�)��Ø¡Ø¡¼�ª����Ê©D¼��D��¢J­V����`LËJ�D�
P

′ � P
�D�DÌñ�d­� 
�D�G�)�D¢O���D�DÌ �d­ `:¢O�DÌ �d­

α(P) ≥ α(P′)
�#*�Ç

Z ¤DÔF[1 �Ø¡����Ø 4

P =
N∑

i=1

piPi ∼
N∑

i=1

pi [αiP1 + (1 − αi)PN ] ∼
(

N∑

i=1

piαi

)
P1 +

(
1 −

N∑

i=1

piαi

)
PN .

Z ª��5[
«1�[­V©D�� �©,­GÄjZ ª,ÕF[1  Z ª��5[ `�©D F�) �Ø `[ËJ�D�

α(P) =
N∑

i=1

piαi.

×.­V¢� �Ø �DÆD�[­GÇ»�DØ `
P

′ � P
�D�DÌ �d­¨ Ê�D�G�)�D¢F���D�DÌ �d­ `[¢F�DÌ �d­

N∑

i=1

p′iαi ≤
N∑

i=1

piαi.
Z ªO��[

*�Ç Z ¤�%F[�©D¼��D��¢F­V����`4ËJ�D�
αi = (AN − Ai)/(AN − A1)

bd���»�)���G­V©G�[ÄJÄ� ��D�Ê©>Z ªO��[ `[ÇZ­V¢F��_7Ë[­V��Ø `
ËJ�D�

P
′ � P

�D�DÌ �d­¨ u�D�W�)�D¢F���D�DÌ �d­ `[¢F�DÌ �d­
N∑

i=1

p′i
AN − Ai

AN − A1

≤
N∑

i=1

pi

AN − Ai

AN − A1

,
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�������

 F�) 5`)ËJ�D�  �¢�©D �©,­W�)���J�D����`
N∑

i=1

p′iAi ≥
N∑

i=1

piAi ⇔
N∑

i=1

p′iU(θi) ≥
N∑

i=1

piU(θi),

 jZ ¤DÉF[Ù�)�D¢F­GÇZ­V�����
Ö����G­W�)�D���9���D¢J­GÇZ­G�D��`)ËJ�D�

U
�D�����g�)�g�)�������g�) ������D©D�����[¼�Ø �DÆD�[­GÇ»�VØC�s�D�DË����D���D��_ �)�¨���	�

�)���9 J�D�g�)�D���DÌ���­V§s§s ������DÌ��9�������DÆD�[­GÇ»�D©D­V�� JÄ4�(¥�ÚD���D�
U∗
9¨�)�JÚFÌg­GÄ�§�ÚF��¢�Â� JÄ����G�)��Ç»���D���D 5`

ÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä�_NÛ�­GÄ\Z ¤DÉF[g�)Ö�ÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø
A∗

i = U ∗(θi), i = 1, ..., N
 JÇ�Z ¤DÉF[1 jZ ¤�%F[Y �Ø¡����Ø 4

U∗(θi) = αiU
∗(θi) + (1 − αi)U

∗(θi),

�V�D¢JÚZ�d­
αi =

A∗
N − A∗

i

A∗
N − A∗

1

=
AN − Ai

AN − A1

,

�V­V¢&ËJ�D�

A∗
i = A∗

N − (A∗
N − A∗

1)
AN − Ai

AN − A1

= A∗
N − (A∗

N − A∗
1)AN

AN − A1

+
A∗

N − A∗
1

AN − A1

Ai.

×.­V¢� �Ø �VÆD�[­GÇ»�DØ `
U∗
�)��·����D©D J�D���)�D���uÄ�©G�[Ä����D�ñÄ
���G�)�&�9 J�D�g�)�D��¼�ØÃ­V§s§s �����¼�Ø �������DÆD�[­GÇ»�	�

©,­V�� ���Øf�V�
U
� �

� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î ) �	�!/A-F354	3@: E�� J�:;/j7\I�,HC�/57	+�< � C�9 0 0c6 ��L �\I�,HC�/57	+�9
P3 � P2 ∼ P17 C�9.JB9.: 7	6h=�/DC�1�9.1�+�9 � � ��	;=@?�+i9��5+�1�, : 7@9 1�1�/�0 4	1�3@JB9.1�+�+

α = 1
L

� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î ) , �!/A-F354	3@: E�� J�:;/j7\I�,HC�/57	+�< � C�9 0 0c6 ��L �\I�,HC�/57	+�9
P3 ∼ P2 � P17 C�9.JB9.: 7	6h=�/DC�1�9.1�+�9 � � ��	;=@?�+i9��5+�1�, : 7@9 1�1�/�0 4	1�3@JB9.1�+�+

α = 0
L

� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î )$Ó	�!/A-F354	3@: E�� J�:;/�9 ,HC�+ 7`I�, C�/57	+�< �!:;9 /D?�9 0c6 ��L �
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

�
:;/;9 9`IF:;7@9H?�� �	9.1�+�9 ,.=@?�3�7@9��.C�+�7@/	L

� {:|:± 7]�:yO�:�:y@Î ) $	�!/A-F354	3@: E��cJ�:;/i9 , C�+ 7GI�,HC�/57	+�< � :;9 /D?�9 0c6 ��L �j,.=@?�3�7@9��.C�+�7@/ � ��� 	��
:;/ �.CB<i=@?�/A+B4@7@/DC�EF1�/�� /W?�3�,.=@?�9��	9 C�9.1�+�<

P ∈ P +�0�9 9.: 0�9 ,.:;/
PN � P � P1

L

S ITS �:M f M5Z
�! 
(1©D�g�)��Øf�D���������9©¨�[­V����Ø¡�V�D������ ��¹­V¢J�D �©D���DÌ��9 ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ­J�(¥�ÚD���D� A �DÆD�VÇ»�[­ZË[­V���9Ø¡���&��� �
���D©D����Ì��&�)��·����D©D �·'Z ����¸¹���� �·�[ `L U���D©D�g�)���� ����� ����D��Ø¡¼ ©&Â��g�)�DØ �D�� ���¼�©,­V���D�ñÄ]§�ÚF��¢�Â� ���·
X : A× Ω 7→ Θ

`[ JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D·��V�D���D�� J�D�g�)�D���
ω
���� &¢J­����)�DØ §s �¢F�� ����D©,­V�����DØ

a ∈ A Z �W� �V�
{ω ∈ Ω : X(a, ω) ∈ F} ∈ F ` F ∈ FΘ

[ `L�V­G¢ ËJ�D�
���g�) f ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ ���� ��JÄF�C����¸¹���� ��
a ∈ A `[­¹�����g�d­��D¢F­GÇZ­W�d­V����© Z �g�[ÚFË[­V·����VØ�[1���D���D�WÄ��� �  ω ∈ Ω

`J�D������Ç�ÚZ�)�Z�V­G�D�DØ �)��·����D©D JÄ
aÆVÚZ�)���

θ = X(a, ω) ∈ Θ
�)×.­V¢5`)�[­V���� �Ø¡���5`(����¸¹���� ���Ø

a
Ø¡�&���g���g�[Ú"�9 J�D�Ê���D�JÚF¢J�VÚJ�[­� ���©D� �

���D �Â� ��D�����DÌ������D�J�D§s�g�[Ä5`����D���D�ZÄ��� ���Ø �����g�)¼
ω
9¹�)�Z®,�»�)���D���D uÂ�������¼1®ÊÆVÚFØÙ­VÌ `J©G®,�»�[Ä�Û¹ F®�©

���D�J�D§s�g�)��`d­�����Ç�ÚZ�)�Z�V­W�,�DØ
θ
9��)�Z®,�»�)���D���D�9���D�J�D§s�g�[Ä&©¨Â��g�)�DØ��
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¥�Ú,���D� X 9]���D©D�D¢JÚF�����D���D��©D���g®f�� ���¢F�V© Z ���[Äf�D�����g�)�g�)�������D���,  9]�g�[ÚFË[­V·���¼1® ©D�g�) �Ë� ���[ b�[­V����Ø¡�V�D�� �Ø]�����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·9�� ���¢

X ∈ X ��§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� �Ä
F (z) = P{X ≤ z} �ØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë�����¢[ �Ø �&�9 F�d­V�� ���Ø

µX = EX
b:©�¢F­ZË������D©D��Ø¡����¼£���G�)��Ç»���D���D ]�� ���¢F­�ÆVÚZ�)��Ø

 ������G�)�VÇ»�D©,­G�D�
u(X)
9 �����g�)�����@Ç»�[­WË����� ��@����¢F�V�D�D���D· §�ÚF��¢�Â� �  ���G�)�gÇ»���D���D 

U
�[­j ��D�DØ

�� ���¢F�;4
u(X) = EU(X).

Z ª,¤F[
*����g�)�g�[Ú,��Ø½��©VÄJÇ»�Ê§s�D��Ø¡¼k§�ÚF��¢�Â� � 
���G�)��Ç»���V���, 
���V�D���V¸¹���� ���Ø½�����DÆG�d­W�d­G�D�g�[Ä�¢��� ���¢JÚV�
/(�[­WË����� JÄ

X
Ç��)������ÆVÚ»�)��ØU�D�[­V¢J�D�D©,­G�D��`O¢J­V¢¹�)�Z®,�»�iZ Ë���Ø�ÆD�G�)�V¸¹�;`D�D��Ø
�[ÚFËJ¸¹�A[ `F­s§�ÚF��¢�Â� �_

���G�)��Ç»���D���D 
U
��Ë� J�G­G�D��©D�VÇ»�[­V���G­;_NÛ¹��·5`Ù�V­V¢ ËJ�D�U ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ����d­V�����D·f§�ÚF��¢�Â� ���·f���	�

�)��Ç»���D���D 
���D����Ø¡ J�,�SÄ�ØÙ­V¢F�� �Ø¡ JÇ» ����D©D­G�D�uÇ»�[­ZË����� ��
u(·) �5(½ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D 
�G�u���D�V�D���V¸¹���� JÄ

u(X)
 

µX

ÆVÚZ�)��Øf�[­GÇ��) �Ë[­G�D�9�g�)�g�[Ú	_NÛ¹ ���©,­V�� [­V�J�D¼Ã�V�D���V¸¹���� JÄ� ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ­¨¢u�� ���¢JÚV4

• ����·J�D�[­W�)�D���D���V�D���V¸¹���� ��;4 u(X) = µX , X ∈ X b

• ��¢F�)�D�����D���D�9¢&�� ���¢JÚV4 u(X) ≥ µX , X ∈ X b

• �������� JÄJ�D ����� ���¢F­ 4 u(X) ≤ µX , X ∈ X �
�YÚZ�)��Ø �DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�Ê¢F�d­V����¼k§�ÚF��¢�Â� �·@���G�)��Ç»���D���D 5`4�D�� ���¼�©,­;_NÛ¹ F®@����·J�D�[­W�)�D���D���V�D���V¸¹� �
�� ��;`)��¢F�)�D�����D���D�9¢u�� ���¢JÚu &�������� JÄJ�D ����� ���¢F­ UN

` UR

` UA

`[���D�V�D©D���D���D©D���[����4

UN = {U : EU(X) = U(EX), X ∈ X},
UR = {U : EU(X) ≥ U(EX), X ∈ X},
UA = {U : EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X}.

Áe) v�) v w&y"!:��|:±J~L�:��yO�
�.­V����Ø¡�V�D�� �ØC���[­ZË[­W�d­¹�) �����·��JÚ	_k§�ÚF��¢�Â� �_k���G�)��Ç»���D���D 

U(z) = az + b
��(  ��D�DØC�g�[ÚFË[­G�

u(X) = EU(X) = E(aX + b) = aEX + b = U(EX) = U(µ)

©D©D F�[Ú��) �����·����D���, uØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë��»��¢O�DÌ»���&�9 F�d­V�� JÄ4� � �D���VÇ»�[­ZË[­V����`�ËJ�D���) �����·��[­GÄu§�ÚF��¢�Â� JÄ
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U(αy + (1 − α)z) ≤ αU(y) + (1 − α)U(z), α ∈ [0, 1],
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n∑

i=1

αizi) ≤
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
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pi

`
i = 1, ..., n
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EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≥ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
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U(
n∑

i=1

αizi) ≥
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
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EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≤ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
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EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X
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EX = µX
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U(0) = 0, U ′(x) > 0, U ′′(x) < 0, x ≥ 0.
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EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UR
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EU(X) = U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UN
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DX > 0
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EU(X) < U(EX)
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EU(w + X) < U(w + EX),
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EU(w + X) = U(w + EX − π)
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π = π(X) = πw,U(X)
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π = w + EX − U−1[EU(w + X)],
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a(z) = −U ′′(z)/U ′(z).
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π1, π2
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a1(z) > a2(z), z ≥ 0 �� 	
π1(X) > π2(X), ∀X �7 	 �YI��;9 ,.:;7	I�9.: �hIF1�- 
�+�<

T
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T ′(z) > 0, T ′′(z) < 0, z ≥ 0
+

U1(z) = T (U2(z)), z ≥ 0.
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a1(z) > a2(z), z ≥ 0
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T (v) = U1(U
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2 (v))
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v = U2(z)
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U1(z) = T (U2(z))
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T ′(v) = U ′
1(U

−1
2 (v))(U−1

2 )′(v) =
U ′

1(U
−1
2 (v))

U ′
2(U

−1
2 (v))

> 0

 

T ′′(v) =
U ′

2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′ − U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′

(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

=





U ′
2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
) −

U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
)



 /

{(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

}

=
U ′

1(z)

(U ′
2(z))2

{
U ′′

1 (z)

U ′
1(z)

− U ′′
2 (z)

U ′
2(z)

}
=

U ′
1(z)

(U ′
2(z))2 {a2(z) − a1(z)} ,
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U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
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1 = T ′U ′
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a1 = −U ′′
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U ′
1

= −T ′U ′′
2 + T ′′(U ′′

2 )2

T ′U ′
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U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
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πi = w + EX − U−1
i (EUi(w + X)), i = 1, 2,
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π1 − π2 = U−1

2 (EU2(w + X)) − U−1
1 (EU1(w + X)) = U−1

2 (EY ) − U−1
1 (ET (Y )),
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Y = U2(w +X)
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T (EY ) > ET (Y )
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©D�g�) �Ë� ������) ���¢������D��¼�ØC�[­V�������g�)�g�)���� [��Ø `

Z1 =
{

1,
�s©D�����ZÄ��D���V���D��_

p
`

−1,
�s©D�����ZÄJ�D���D���D��_
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y 6= 1
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y
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y−(a−z) − y−a

1 − y−a
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yz − 1

ya − 1
=

1 − yz

1 − ya
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y = 1
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qz = C1 + C2z
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q̃z = 1 − a − z
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=

z

a
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p > 1/2
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y < 1
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a → ∞ b1���[Ä½�g�[ÚFË[­GÄ p ≤ 1/2
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lim
a→∞

qz = 1,

ËJ�D���VÇ»�[­WË[­V����ÆD����������������¢J�, �©D���D���,�Ê �Ì���¼ ��ÆV����¢F�D����Ë�����ÆD�DÌg­G�D¼�Ø �����V�D �©D�� �¢O�DØ ©��g�[ÚFË[­V�
����©D¼�Ì��Z�)���D�g�, \Z

p < 1/2
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p = 1/2
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p > 1/2
���G�[ÚFË[­V��Ø

lim
a→∞

qz = yz = e−αz,
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α = − ln y = − ln(q/p) > 0
�>Ö7�DØ¡���D �Ø `:ËJ�D�ÊÚ,�g�)�D©D ������G�)�&�9 ��
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EZ1 > 0
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©]�g�[ÚFË[­V·���¼���Ø¡�DØ¡���J�D¼ ©D����Ø¡���� 
0 < T1 < T2 < ...

�[­V���VÚF�[­;_N� ���D�[­W®O�V©D¼������DÆD¼��D JÄ5`
�[­V���D�SÄJÛ¹ ���ÚOÛ¹����Æ¨�g�[ÚFË[­V·����DÌ��9�[­GÇ»Ø¡���[­

Z̃1, Z̃2, ...
`[���D�G�D©D���D���,©D���[�����)×L�DÌ �d­¹�[­GÇ»Ø¡���&¢J­V�� ��

�V­W�d­�¢O�DØ¡�[­V�� � �©�Ø¡�DØ¡���J�u©D����Ø¡���� 
t
���� @ÚD�g�)�D©D � 5`4ËJ�D�u�[­ZË[­W�)�D��¼�·�¢F­V�� J�G­W� Z ©ÊØ¡�DØ¡���J�
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T0 = 0

[��[­V©D���
x
`[�D�� ���¼�©,­V���D�SÄ�©D¼��[­������� ���Ø

X̃(t) = x + c̃t −
N(t)∑

i=1

Z̃i,
Z É,��[

Ìñ�)�

N(t) = max{k : Tk ≤ t}− Z ÉD¤F[
¢F�G�) �Ë������D©D�u���D�[­W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·5`P�[­V���VÚF�� �©V¸¹ F®
©Ê ��J�D����©,­W�)��©D����Ø¡���� 

[0, t]
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Ø¡�DØ¡���J�D¼k©D����Ø¡���� 
Ti, i = 1, 2, ...
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θi = Ti+1 − Ti ≥ 0.
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�) u�g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼

θi, i = 1, 2, ...
Ä�©G�[Ä�_N�D�ñÄu����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ 5`)�»�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)� �

�)������¼�Ø¡ � & �Ø¡�
_N�9���D¢F­GÇZ­G�D�g�)�D���D���[­V�������g�)�g�)���[ ����s�[­V�[­VØ¡���D���DØ
λ > 0
4

Fθ(v) = P{θ1 ≤ v} = 1 − exp(−λv), v ≥ 0,
Z É,Å�[

�g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼
Z̃i, i = 1, 2, ...

�G­V¢ ����Ä�©G�[Ä�_N�D�SÄ&����ÇZ­G©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ � u�»�) ��[­V¢F�D©D���[­V� �
�����g�)�g�)�����[¼�Ø¡ � u �Ø¡�
_N�9§�ÚF��¢�Â� �_k�[­V�������g�)�g�)���� JÄ

F̃
Z̃
(v) = P{Z̃1 ≤ v}, v ≥ 0; F̃ (0) = 0.

Z ÉDÉF[
¥��� ; ��D�DØ `,¢F­V¢� JÇ»©D�����D��� � ¤ � `D¢O�G�) �Ë������D©D�����D�[­W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·

N(t)
 �Ø¡���g���[­V�������g�)�g�)���� ��

¥�ÚO­V�����D�[­����[­V�[­VØ¡���D���DØ
λt
4

P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, ...,

Z É,Í�[
­��[­V¢O�D�F�)������¼�·��[­GÇ»Ø¡���&���D�[­W®O�D©D¼1®uÚFÆD¼��D¢O�D©

Z̃[0,t] =
N(t)∑

i=1

Z̃i

�[­� ��J�D����©,­W�)��©D����Ø¡���� 
[0, t]

Ä�©G�[Ä����D�SÄ��g�[ÚFË[­V·����D·Ê©D�g�) �Ë� ����D·Ê�N�G­V¢��[­GÇ»¼�©,­V��Ø¡¼�Ø ���D���G­V©	�
��¼�ØC�[­G�������g�)�g�)�»�� ���Ø ¥�Ú,­V�����D�[­ `[§�ÚF��¢�Â� JÄ��[­V�������g�)�g�)�»�� JÄ�¢F�V�D�D���DÌ��¨ �Ø¡�����9©D F�

P{Z̃[0,t] ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λt (λt)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0,

Z ÉDÔF[
Ìñ�)�

F ∗k �VÇ»�[­WË[­V��� k
99¢��[­G�D�JÚ	_k��©D���J�D¢JÚu§�ÚF��¢�Â� � &�[­V�������g�)�g�)�»�� JÄ

F
�����DÆD�D·5`J�W� �V�)§�ÚF��¢��

Â� �_½�[­V�������g�)�g�)���� JÄÊ��ÚFØ¡Ø¡¼
k
����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼1®Ê�»�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)�g�)������¼�®��g�[ÚFË[­V·���¼1®�©D� �

�) �Ë� ����s§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� JÄ
F
�

( �D�g®½�g�[ÚFË[­GÄF®�`�¢O�DÌ �d­ �����DÆ»®,�Z�) �Ø¡� ���»�)Ë�����¢��JÚO�,� ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D� Ç»�[­ZË����� JÄ½�����DÂ������»­
X̃(t)

�V� �g�[ÚFË[­V·����DÌ��f­V��Ì�ÚFØ¡���J�V­
ω ∈ Ω

`�ÆVÚ»�)��Ø  ������G�)�VÇ»�D©,­G�D� �DÆD�VÇ»�[­ZË����� ��
X̃(ω, t)

`�©
Ë[­V���D���D���D P`��V�»�)�g�)�D�JÚ	_Ã�D�[­V��¢J�D�D�� �_ �����DÂ������»­¹���� �§s �¢F�� ����D©,­V�����DØ

ω
ÆVÚZ�)��Ø]�DÆD�VÇ»�[­WË[­G�D�

X̃ω = {X̃(ω, t), t ≥ 0}. Z É�%F[
�s­V¢�©D F�) �Ø `Z¢F�d­V���� �Ë�����¢� �·������DÂ������Ù�� ���¢F­�©D���G�)���¡�D�����g�)�g�[Ä����D�SÄ�Ç»�[­ZË����� JÄ�Ø¡ �Ë����D¼����g®

�[­V�[­VØ¡���D���D©
(x, c̃, λ, F̃

Z̃
)
`JÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä�_NÛ¹ F®&ÚD�g�)�D©D JÄ�Ø

x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃
Z̃
(0) = 0.

Z ÍVÕF[
¥����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·¨¢F�d­V���� �Ë�����¢� [·9�����DÂ������N�� ���¢F­s��§s �¢O�� ����D©,­V����¼�Ø¡ ¨Ç��[­WË����� JÄ�Ø¡ ¨�[­V�[­VØ¡���	�
���D©�`�Ú»�)�D©G�)���D©D�D�,Ä�_NÛ¹ F®&Ú,�g�)�D©D JÄ�Ø Z ÍVÕF[ `�ÆVÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�

X̃ = X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
),

Z ÍF�5[
­����D©D�D¢JÚF�����D���D�¨©D���g®&¢F�d­V���� �Ë�����¢� F®������DÂ��������D©¨�� ���¢J­����G­V¢� �Ø¡ ��[­V�[­VØ¡���D�[­VØ¡  9

X̃ = {X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
) : x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃

Z̃
(0) = 0}. Z ÍD��[
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R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = {ω ∈ Ω : ∃t ≥ 0, X̃(ω, t) ≤ 0}, Z ÍV¤F[

����   ��D�DØ 6�z�6�yO�:��z�6£|:±JÒOz)|:yO�:�>À �[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ��g�[ÚFË[­V·��[­GÄ�©D�g�) �Ë� ��[­

τ̃(x) = τ̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = min{t : X̃(t) ≤ 0}. Z ÍGª�[

� �V­��g�[ÚFË[­V·��[­GÄ ©D�g�) �Ë� ��[­UÇZ­V©D ��� J� �V�]�[­V�[­VØ¡���D���D©]�����DÂ������»­'Z É,��[�  Ø¡�&�����]�D¢F­GÇZ­G�D�D�ñÄ
�������DÆD���D©D�������D·5`>�����G�)�&�9 J�D�g�)�D���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D��_ ���� ��� �ØÙ­GÄ@Ç»�[­ZË����� �� ∞ b(�G­V¢J­GÄ@�� J�VÚO­5�Â� JÄ@���D�V�D©D���D���D©VÚ,���u�D�[­V��¢J�D�D�� JÄ[Ø `4¢O�V�D�D��¼��������[­GÇ»�D�OÄ�_N�D�ñÄ@�[­�©D����·@©D����Ø¡�������D·����G�[ÚD�D�� 
[0,∞)

�
Ï¹yO|:zFÀP���:zd�D���)Ða|:±JÒOz)|:yO�:�:À �����VÂ������»­�Z É,��[1�[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ�©D�g�) �Ë� ��[­

P{τ̃(x) < ∞} = P(R̃(x)),

�W� �V�F©D�����ZÄJ�D���D���D�[­GÄÊØ¡���[­�Ø¡���&�������D©,­s�D�g®¨�D�[­V��¢J�D�D�� �·P`F¢O�V�D�D��¼����[­GÇ��D�OÄ�_N�D�ñÄ9ÇZ­�¢O�D����Ë����D�
©D����Ø.Ä4� � �G­�©D�g�) �Ë� ��[­s�V­V¢ ����Ä�©G�[Ä����D�SÄ5`O�DË���©D F�)����`F§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�[­VØ¡���D���D©¹�����DÂ������»­ `FËJ�D�
ÆVÚZ�)��Øf���Z�)Ë�����¢� �©,­G�D�9�DÆD�VÇ»�[­ZË����� ���Ø

R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = P{τ̃(x) < ∞}. Z ÍDÅ�[

( ����¢O�V�D�D��¼1®f�g�[ÚFË[­GÄF®fÆD�G�)���ÊÚZ�)�DÆD���D·]®F­V�[­V¢J�D���� ����, �¢O�D· �����VÂ������»­U�� ���¢F­
�D¢F­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ �9 �©,­V�� JÄu�����VÂ������»­

S̃(x) = S̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = 1 − R̃(s).

Z ÍVÉF[
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Ö7�DØ¡���D �Ø£�g�)�g�[Ú	_NÛ¹ �����©D�D·����D©,­
Ø¡�D���V�D�D�����D���D C©D�����ZÄJ�D���D���D  �[­GÇ»�V������ JÄ5`Y¢F­V¢f§�ÚF��¢�Â� � 
�[­V�[­VØ¡���D���D©9�����DÂ������»­J�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[­V���V­;_NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

x
b

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[­V���V­;_NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

c̃
b

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����ÚFÆD¼�©,­;_NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

λ
b

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�SÄ¹����©D�VÇ»�[­V���G­;_NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

F̃
Z̃

`W���g�) ����D�,ÄF�)�D¢��[­NØ¡���&�������D©D�1§�ÚF��¢�Â� �·
�[­V�������g�)�g�)���[ JÄ&ÇZ­W�d­V�&�V�D���V¸¹���� ���Ø

F1 � F2 ⇐⇒ F1(x) ≤ F2(x) ∀x
�

¥����D©D����¢F­���������Ë� ��g�)������¼�® ��©D�D·����D©������V JÇ»©D�Z�) J�D�ñÄ �JÚO�D��ØÜ���[­V©D������ JÄ]���DÆD¼��D �· �[­GÇ»�	�
������ JÄ\Z ÍV¤F[Y���� ����V�V�D©D���D���,©VÚ	_7Û¹ F®&Ç»�[­ZË����� JÄF®��[­V�[­GØÙ�g�D���D©��
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(Ü�d­V�����DØ �[­GÇ��)�g�)�u�[­V����ØÙ­G�D�� �©,­V���D�SÄ �����DÂ������Ê�� ���¢J­�©��) ���¢������,���DØÜ©D����Ø¡���� 5`.¢F�V�D�D��¼�·
�D¢J­GÇ»¼�©,­V�g�D�SÄ��D�������7��©VÄJÇZ­V����¼�Ø@�Ù¢F�d­V���� �Ë�����¢[ �Ø@�����DÂ��������DØ@�� ���¢F­N���D�����g�)���D©D�DØ@�D�����[­VÂ� � 
­VÌ�����Ì� ����D©,­V�� JÄ4�

� IKH 	 QEM5SWV �
�! V���SEM ��� SEO8R8VRZ
�! 
�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø ¢F�d­V���� �Ë�����¢� �·
�����DÂ��������� ���¢F­iZ É,��[ `)ÇZ­V§s �¢O�� ��JÚ,��Ø Ë� ��g�)�

δ > 0
 @�[­GÇ»�DÆD�D��Ø

���G�)���9 J�D�g�)�D�JÚ	_Ü���G�[ÚD�D���
R

+ �[­¨ ��J�D����©,­Z�)¼ ∆i = [(i − 1)δ, iδ)
���) ���¼

δ
� �¹­W�)���;`d��Ì��JÚF���

�� ��JÚ,��Ø£©D����������Ø¡ [­W�)�D��¼��@���D���VÚF�F�)���[ JÄ  C���D�[­W®O�D©D¼���ÚFÆD¼��D¢� 5`������D JÇ»�V¸¹�g�[¸¹ ���©j ��D F®
 ��J�D����©,­W�d­W® ©D����Ø¡���� 4�¡×L�DÌ �d­��[­GÇ»Ø¡��� ������Ø¡ [­W�)�D��¼1® ���D���VÚF�F�)���� �· ÇZ­&��_7ÆD�D· ������ ��»�

∆i�[­V©D���5`[�DË���©D F�)����`
c = c̃δ.

Z ÍDÍ�[
�.­GÇ»Ø¡���

Zi

�[­V¢F�D�F�)������¼1®����D�[­Z®O�D©D¼1®�ÚFÆD¼��D¢O�D©7�[­� ��J�D����©,­W�)�
∆i

©D¼�Ë� ��g�[Ä����D�SÄ��g�)�g�[Ú	_NÛ� �Ø
�DÆD�[­GÇ»�DØ�� �s�[ÄÊ¢F­����)�DÌ��

i
�[­GÇ»Ø¡���

Zi

Ä�©G�[Ä����D�ñÄu�g�[ÚFË[­V·����D·&©D�g�) �Ë� ����D·5`[���� �Ë���Ø ���[Ä
i = 1���Ê�[­V�������g�)�g�)���� ��uÚ"����©D¼�Ë� ��g�)������© Z ÉDÔF[ `:�g�)�g�[Ú,���@�) J¸¹�����»�)���G­V©D J�D��Ç»�[­ZË����� ������) ���¼

 ��J�D����©,­W�d­¨©D����Ø¡���� 
t = δ
4

FZ(v) = P{Z1 ≤ v} = P{Z̃[0,δ) ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λδ (λδ)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0.

Z ÍVÔF[

�¹­W�)���;`)©D©D F�[Úu���G­VÂ� ��D�[­V�����D���, @���V�D�V¢J­¨���D�[­W®,�D©D¼1®����DÆD¼��D �·� �����ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D @ ��»�) ��
�[­V¢F�D©D�D·��[­V�������g�)�g�)�����[�D���D UÚFÆD¼��D¢F�D©�¢F�d­V���� �Ë�����¢O�DÌ��������DÂ������»­&�� ���¢F­ {Z̃k, k = 1, 2, ...}�[­GÇ»Ø¡����¼£ÚFÆD¼��D¢O�D© {Zi, i = 1, 2, ...} �[­� ��J�D����©,­W�d­W® ∆i

�G­V¢ ���9Ä�©G�[Ä�_N�D�ñÄ]����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼��
Ø¡ ¨�Z�) ��[­V¢O�D©D�s�[­V�������g�)�g�)�����[¼�Ø¡ ��g�[ÚFË[­V·���¼�Ø¡ �©D�g�) �Ë� ��[­GØÙ ¨��§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� JÄ
Z ÍVÔF[g�
×.­V¢� �Ø
�DÆD�[­GÇ»�DØ `DÇ»�[­WË����� ��N¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��¹�����DÂ������»­��� ���¢J­ Z É,��[.©�Ø¡�DØ¡���J��©D����Ø¡���� 

nδ���� &Â��g�)¼1®
n
�[­V©D���

X(n) = x + cn −
n∑

i=1

Zi, n = 0, 1, 2, ....
Z Í;%F[

¥����DÂ������ Z Í;%F[��[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ ±�1V|:y"1V�:|:z)³)±[�:�:´36 {:|:z��:yF�,�,z�6 |:�L�D�4±  @Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
­V�������D¢��
�� �Ø¡ ��JÚ	_NÛ¹�»·�ØÙ�»�)�g�)��_Ã���[Äu¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��9�����DÂ������»­¨�� ���¢F­����� 

δ → 0
�

k ������`�ËJ�D�f�����VÂ������ Z Í;%F[¨ÇZ­V©D ��� J�f�V� �D���g® �[­V�[­VØ¡���D���D©
(x, c, FZ)

©D¼�Ë� ��g�[Ä���Ø¡¼1®½���
�[­V�[­VØ¡���D�[­VØ  ��ñ®,�»�)���DÌ���¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��������DÂ������»­

(x, c̃, λ, F̃
Z̃
)
 9Ç»�[­ZË����� �_Ã�[­V�[­VØ¡���D�[­�­VÌ �

����Ì� ����D©,­V�� JÄ
δ
����§s�D��Ø.ÚZ�d­VØ Z ÍDÍ�[ ` Z ÍVÔF[g� �YÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�

X = X(x, c, FZ)
Z ÔDÕF[

­VÌ�����Ì� ����D©,­V����¼�·������DÂ��������� ���¢F­ `4�D�����g�)�S�[Ä[��ØÙ¼�·
�[­V�[­VØ¡���D�[­VØ¡ 
x, c, FZ

`4­ X 9u���D©D�D¢JÚF������D���D�@©D���g®]­V��Ì���Ì� ����D©,­V����¼1®]�����DÂ��������D©@�� ���¢F­����� �©D����©D�VÇ»Ø¡���9��¼1®��)�D�JÚD���D �Ø¡¼�®�Ç»�[­WË�� �
�� JÄF®&�[­V�[­GØÙ�g�D���D©�4

X = {X(x, c, FZ); x ≥ 0, c > 0, FZ(0) = 0}. Z ÔJ�5[



� ���#�������P�����	�
�V���
�
���	�V

�����������V
������ �DÅ

� I�� � V 
5ORSEM5Z
�EM
Ö�ÆD�VÇ»�[­WË� �Ø

R(x, c, FZ) = R(x) = {ω : ∃n > 0, Xω(n) ≤ 0} Z Ô,��[
���DÆD¼��D ����[­GÇ»�D������ JÄ�­VÌ�����Ì� ����D©,­V�����DÌ��¨�����DÂ������»­ `

τ(x) = τ(x, c, FZ) = min{n : X(n) ≤ 0}− Z ÔD¤F[
Ø¡�DØ¡���J�9�[­GÇ»�D������ JÄ& 

R(x) = R(x, c, FZ) = P{τ < ∞}, Z ÔVª�[
S(x) = S(x, c, FZ) = P{τ = ∞} = 1 − R(x) − Z Ô,Å�[
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x
`Z ��J�D������ [©D���D���D �������Ø¡ [­W�)�D���DÌ��7���V�D�D¢F­

c
 9§�ÚF��¢�Â� � Ê�[­V�������g�)�g�)���� JÄ�ÚFÆD¼��D¢F�D©

FZ

`F���g�) ��[­�Ø¡�����������D©D�7§�ÚF��¢�Â� �·Ê�[­V�������g�)�g�)���� JÄ
�[­V����Ø¡�V�D�����,�9�����D�����,©D�����[¼�·�Ë[­V���D �Ë���¼�·����D�OÄF�)�D¢

F1 � F2 ⇐⇒ F1(v) ≤ F2(v), v ≥ 0.
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Yi = c − Zi, i = 1, 2, ...
Ø¡�&�9���

�����g�)���V­V©D J�D�9©¨©D F�)�s�g�[ÚFË[­V·����DÌ��¨ÆG�[Ú"���d­V�� JÄ � ¤ �

X(n) = x +
n∑

i=1

Yi

Z ÔDÉ�[

���J��ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼�Ø¡  �»�) ��[­V¢F�D©D�U�[­V�������g�)�g�)������¼�Ø¡  �g¸�­VÌg­VØ¡  �
Yi, i = 1, 2, ...
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c = EZ1
�
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P{ inf
n∈N

X(n) = −∞} = 1
Z Ô,Í�[

+
P{sup

n∈N

X(n) = ∞} = 1.
Z ÔDÔF[

��L
c < EZ1
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7@9H?�/.<�: 1�/5,.: E�� ��,.I��;9 ,.:;7	I�9.: -�/A1�9.J�1�6hK 0c3@-�,.+�0cI	0

M(x) = max
n∈N

X(n).
Z Ô�%F[
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c > EZ1

�W7	6 � +�7	3 ��� +�K : +�= � �.CB< =@?�/ 
�9 , , /57 �5:;/�� /i: +�=�3 7	6h=�/DC�1�<�9.:;,�< ��� ��	i+ ,
7@9H?�/.<�: 1�/5,.: E�� ��,.I��;9 ,.:;7	I�9.: -�/A1�9.J�1�6hK 0c+�1
+�0cI	0

m(x) = min
n∈N

X(n).
Z %DÕF[

*�Ç7���� �©D�g�)�������D·��D���D����Ø¡¼ Ä[������`FËJ�D�¹�����DÂ�������¼ ������©D�DÌ����D ��[­¹©D©D F�[Ú Z Ô,Í�[¡�[­GÇ»�D�,Ä�_N�D�SÄ
�Ê©D�����ZÄJ�D���D���D��_ �D�.¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ
���[Ä]�����DÂ��������D©�©V�D�D���DÌ����D ��[­ Z Ô,Í�[��G­V¢ ���� �Ø¡�����
Ø¡�����D� `
�D�� u�D�&����Ä�©G�[Ä�_N�D�ñÄ&�[­GÇ»�D�,Ä�_NÛ¹ �Ø¡ ��SÄ��s©D�����ZÄJ�D���D���D��_ �D� �s�[Äu�����DÂ��������D©¨�D�����D�D��Ì»�¨�D ��[­
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ �9 �©,­V�� JÄu�����D�

S(x) = P{m(x) > 0} Z %J�5[
 �Ø¡�&������ÆD¼��D��`D©D�D�DÆVÛ¹��Ì��D©D�D�,Ä5`V���G�)���9 J�D�g�)�D���D·4���1�G�)�����D�DÌ���`D���D��¢O�G�)�D¢JÚ����[Ä������D JÇ»©D�G�)�	�
��¼1®

x, y ≥ 0
 �Ø¡�����uØ¡�����D�

m(x) = m(y) + (x − y)
`)���[Ä

Gx

9u§�ÚF��¢�Â� � 
�[­V�������g�)�g�)���� JÄ
m(x)
9����G�[ÚFË[­V��Ø

Gx(v) = P{m(x) ≤ v} = P{m(y) − y ≤ v − x} = Gy(v + y − x) → 0

���� 
x → ∞  u§s �¢F�� ����D©,­V����¼1®

v, y
`[���� ��D�DØ.Úu�����[­V©D�S���) �©,­
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c > EZ1.

Z %,��[
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lim
x→∞

S(x) = 1.
Z %D¤F[
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c − EZ1
L
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�� ��¹���[Ä�©D�����ZÄJ�D���D���D U©D¼ �9 �©,­V�� JÄ@�����DÂ������»­jZ Í;%�[ `(¢F­V¢�§�ÚF��¢�Â� � 
�[­WË[­W�)�D���DÌ��Ê¢J­V�� J�G­W�d­J�
/4­V§s �¢F�� ��JÚD��Ø½�[­V�[­VØ¡���D��¼

c, FZ

`4 ��D�����g�)�g�) �Ø½���DÆD¼��D �� ��©D¼ �9 �©,­V�� ������� @ÚD�g�)�D©D � 5`PËJ�D�
�[­WË[­W�)�D��¼�·&¢F­V�� J�G­W�@�[­V©D���

x
��4

S(x) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) = x}, Z %Vª�[
­����[Ä� ��J�D����©,­W�d­

I
9u­V�[­W�)�DÌ� �Ë����D�����DÆD¼��D �� ��©D¼ �9 �©,­V�� ������� &ÚD�g�)�D©D � 5`dËJ�D���[­ZË[­W�)�D��¼�·

¢J­V�� J�G­W������ ��[­W���)� �¨­W�� ��J�D����©,­W�[Ú
I
��4

S(I) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) ∈ I}. Z %,Å�[
k ������`¡ËJ�D� S(x) ⊆ S1 = {Z1 < x + c} � �s�[Ä �����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��
Â��g�)�DÌ�� m > 0

�[­GÇ»�DÆD�D��Ø
�V�D����Ç»�D¢

[0, x+ c)
�[­

m
�[­V©D��¼1®9Ë[­V���D��·

Ik

���) ���¼
γ = (x+ c)/m

4
Ik = [(k− 1)γ, kγ), k =

1, ...,m
��×L�DÌ �d­����¨§s�D��Ø.Ú»�)�����G�)���D·&©D�����ZÄJ�D���D���D � �Ø¡����Ø

P{S(x)} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik)P{Z1 ∈ Ik} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik) (FZ(kγ) − FZ(k − 1)γ)) .
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∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v),

 &� ®,�»�) J�D�SÄ�¢u����Ø.ÚÊ���� 
m → ∞ `[­��)��©,­WÄ&Ë[­V�g�D�¨����ÇZ­V©D ��� J�9�V� m

 u�[­V©D�[­
S(x)
`��G­V¢&ËJ�D�

S(x) =
∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v).

Z %DÉF[
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c = 1
`
p ∈ (0, 1)

 

FZ(v) =





0, v < 0
`

p, 0 ≤ v < 2
`

1, v ≥ 2
�

�����D�JÚZ�)���9ÇZ­VØ¡���D J�D��`(ËJ�D�9����   ��D�DØ ­VÌ�����Ì� ����D©,­V����¼�·������DÂ��������� ���¢F­>Z Í;%F[�������©D�[­WÛ�­V���,�ñÄ
©¹�����D���D��·J¸¹ �·u�����DÂ������7�� ���¢J­!Z ÅV¤F[ `F­sÚF�[­V©D������ ��N���[Ä9©D�����WÄJ�D���D���D Ê©D¼ �9 �©,­V�� JÄ9���� ��DÆD��� �
�V­V���9©D F�

S(x) = S(x + 1) + (1 − p)S(x − 1),ËJ�D�9���DÌ �d­V��ÚD���,�ñÄ�� Z ÅVÉF[g�

� � num���� o t ��rut >unuj��um B B1j`_ nutFBAG9p
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 ��J�D���������G­V¢ ���¹ �Ø¡�DØ¡���J�u�[­GÇ»�D������ JÄ4�P( �[­V���D�ZÄJÛ¹��Ø½�[­V�[­VÌ��[­V§s�� JÇ�ÚFË� �Ø �����g�)�����¨©D����Ø.Ä
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� IKH O SEOJ[V\^MedWfg�
d QTSEO �EMP[V[ S
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Xn = z +
n∑

i=1

Zi,
Z %,Í�[

Ìñ�)�
Zi, i = 1, 2, ...

9U����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼��&�Z�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)�g�)�����[¼����g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼Y`
���� ��� �ØÙ­;_NÛ¹ ��¹Ç»�[­ZË����� ��Ê����©D�����WÄJ�D���D���D��_

p
 �Ç»�[­ZË����� ��`�S���¹©D�����ZÄJ�D���D���D��_

q = 1 − p
`

 &�DÆV�VÇ»�[­WË� �Ø
τz

Ø¡�DØ¡���J�¨�D¢O�D��Ë[­V�� JÄu �Ì���¼2Z �[­GÇ»�D������ JÄ&�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢O�D©�[1���� uÚD�g�)�D©D � 5`
ËJ�D�9������©D¼�·� �Ì����D¢& �Ø¡�g�@�[­ZË[­W�)�D��¼�·&¢F­V�� J�V­W�

z
`[­�©V�D�D���D·54

a − z
4

τz = min{n ≥ 0 : Xn = 0
 F�) 

Xn = a}. Z %DÔF[
�s­V¢CØ¡¼ ���DØ¡�� �Ø `Y�[­UÆD����¢O�D����Ë����DØ£Ì��D�� JÇ»�D�J�D�@©D����Ø¡����  �[­GÇ»�D������ ��@�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢F�D©
�[­V���VÚF�[­V���u��©D�����ZÄJ�D���D���D��_ ��`��V­V¢�ËJ�D�

τz
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m(z) = Eτz

���@�����g�)�����@Ç»�[­ZË����� ��;`�  ���D���V­V©D �Ø£ÇZ­W�d­ZËJÚC©D¼�Ë� ��g�)���� JÄ' ��D�D·
©D�g�) �Ë� ���¼���*�Ç1§s�D��Ø.ÚZ�)¼]���G�)���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D ����[Ä¹ØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë�����¢� J®¹�&�9 F�d­V�� �·������D�JÚZ�)���
���G�[ÚFË� J�D�¨ÚF�[­V©D������ ������[Ä

m(z)
©D F�d­

m(z) = 1 + pm(z + 1) + qm(z − 1)
`[�V�D¢JÚZ�d­

m(z + 1) − 1

p
m(z) +

q

p
m(z − 1) = −1

p
.
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� ­V�[­V¢J�D���� ����, �Ë��»��¢F�V��ÚF�[­V©D������ ��u���[Ä Z %�%F[¹ �Ø¡�����]¢O�D���� 
λ1 = 1; λ2 = q/p = y

�Y�.­V� �
��Ø¡�V�D�� �Ø ���[­ZË[­W�d­9�g�[ÚFË[­V·�����¢��[­G�D��¼1®@¢F�D������·

y 6= 1 (p 6= 1/2)
�d×L�DÌ �d­9Ë[­V���D���D�¹����¸¹���� ��

�����Z�)���D���»�)���DÌ���ÚF�[­V©D������ JÄ Z %�%F[� �Ø¡�����&©D F�
m0(z) = z

p(y−1)

`d�G­V¢@ËJ�D�Ê��Ì��Ê�DÆVÛ¹��������¸¹���� ��
ÇZ­V�� J¸¹���,�ñÄ�©¨§s�D��Ø¡�

m(z) = C1 + C2y
z +

z

p(y − 1)
.

Zâ�ZÕDÕF[
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C1, C2
Ø¡���9��� �D�����g�)�g�) J�D�  JÇ�¢��[­V��©D¼1® Ú,�g�)�D©D �·

m(0) =
m(a) = 0

`[¢O�V�D�D��¼����d­;_N�

−C2 = C1 =
a

p(1 − y)(1 − ya)
,

�V­V¢&ËJ�D�¨����¸¹���� ���ÚF�[­V©D������ JÄjZ %�%F[1�����D�

m(z) =
1

p(1 − y)

(
a
1 − yz

1 − ya
− z

)
.
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y = 1 (p = 1/2)
�DÆVÛ¹���¹����¸¹���� ���ÚF�[­V©D������ JÄ Z %�%F[� �Ø¡�����u©D F�

C1 + C2z + m0(z)
`>Ì �)�9Ë[­V���D���D�9����¸¹���� ��

m0(z)
�)��Ì�¢O���[­W®,�»�) J�D�SÄ�©�¢F�d­V�����9¢�©,­W�)�[­G�D �Ë��

��¼1® §�ÚF��¢�Â� �·  C�[­V©D���
m0(z) = −z2 `Ù�G­V¢ ËJ�D�] ���¢O�DØ¡�D������¸¹���� ��@���D�g�)���D�����g�)�g�)���� JÄ���D���D�WÄ�����¼1®& JÇ�¢��[­V��©D¼1®uÚD�g�)�D©D �·uÇZ­V�� ���¼�©,­V���D�SÄ�©¨§s�D��Ø¡�

m(z) = z(a − z).
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a → ∞ [g��¥��� 
y < 1
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C =

(
0.3 0.7
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, M =

(
0.2 0.8
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t12 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (1, 2)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (1, 2)},

t21 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (2, 1)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (2, 1)}.
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0.94t12 − 0.56t21 = 1,
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t12 = 2.483, t21 = 2.383
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